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Исследования энергодиссипационных характеристик конструк­
ционных и эластомерньгх материалов [1...3] показывают, что свойство 
внутреннего трения многих из них, а в некоторых случаях и внешнего 
сухого трения может быть описано вязким демпфером, у которого коэф­
фициент вязкого демпфирования с! изменяется обратно пропорционально 
частоте возмущающего сигнала са. d  -  к/со, где к -  коэффициент гистере- 
зисного демпфирования [1]. Демпферная сила в этом случае пропорцио­
нальна относительному перемещению, но находится в фазе с относитель­
ной скоростью через демпфирующий элемент. А рассеянная за цикл ко­
лебаний энергия независима от частоты колебаний, в отличие от вязкого 
демпфирования, диссипированная энергия при котором линейно зависит 
от со.
Виброзащитное устройство (ВЗУ) в форме модели Пойнтинга- 
Томпсона ( иначе - Зенера) с гистерезисным типом демпфирования мо­
жет служить для описания свойств находящихся в условиях гармони­
ческого вибровозмущения составных подвесок в форме комбинации 
элемента из сплошного материала (эластомерного или конструкционного) 
и расположенного последовательно ему упругого элемента.
Схема колебательной системы (КС) с гистерезисным демпфиро­
ванием и ВЗУ в форме модели Пойнтинга-Томпсоиа дана на рис.1. Ма­
тематическая модель предполагает допущения: масса основания значи 
тельно превосходит массу объекта и обе недеформируемые; объект явля­
ется точечной массой, а КС имеет сосредоточенные параметры; элементы 
связи объекта с основанием обладают пренебрежимо малой массой; упру­
гий и диссипативный элементы имеют линейные характеристики; колеба­
ния являются установившимися однонаправленными.
Движение КС описывается системами уравнений:
для кинематического возмущения -
я » , (0  + с, [*, (0  -  (0 ]+  4 х 2 (О ”  СО] = 0)
со с[х2 ( t ) -x,  (/)] = Ф ,  (0  -  X (/)] I ’ М
для силового -
т х ,  (г) +  с ,х ,  (?) +  с [х 2 (О  -  л \  ( / ) ]  =  F U )
® Ф ,(0 -* ., (0 ]= А * Д 0
где гп- масса защищаемого объекта; с. с, -  соответственно, релаксаци-
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Рисунок 1 - Схема КС с гистерезисным демпфированием и ВЗУ в форме 
модели Псгпттшпга-Томсока (Зекера) ори различной осцилляции
перемещение сиязи между упругим и диссипативным элементами и ее 
скорость, F(t) -  внешняя сила, ( -  время.
Из множества передаточных функций (ПФ) и связанных с ними 
частотных характеристик [4], которые можно получить на основании 
систем уравнений (!) и (2), рассмотрим наиболее часто используемые для 
оценки прочности и структурной целостности объекта, основания и их 
связей. При кинематическом возму щении это ПФ: WA (%)- по абсолютному 
и WR (s) - по относительному параметру (перемещение, скорость, ускоре­
ние); здесь s - комплексная величина, отражающая применение процеду­
ры преобразования Лапласа. В случае силового возмущения: Wn (s) - по 
перемещению; WCK (s) - по скорости; 1¥ус (s) - по ускорению. Указанные 
ПФ, модули и аргументы частотных ПФ приведены в табл.1. Здесь ju- 
коэффициект передачи, v  - коэффициент дштмического усиления, 
г> = оу'о̂  - безразмерная частота возмущения.
угол сдвига фаз; щ, -  (с/т )0'3 - собственная частота недемпфированной 
КС; У  — с/с\ -  безразмерная жесткость; £ = £ 7 2 г/ - частотно-зависимый 
безразмерный коэффигшент демпфирования: С - к !  с, - коэффициент 
потерь; индексы частотных функций соответствуют индексам ПФ. Гра­
фики АЧХ по табл. 1 представлены на рис, 2.
Выражения резонансных значений модулей частотных ПФ и со­
ответствующих им безразмерных резонансных частот в функции коэффи­
циента потерь £  и безразмерной жесткости N представлены в табл.2. 
Графики указанных функций приведены на рис. 3...6.
Аналитические выражения оптимальных величин коэффициента
отгости: х. ft), х. ft) - перемещение основания к его
перемещение и ускорение объекта; .т., (t)> х , Ш -
,v«v "Г+  f i t  +
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потерь С опт , которые обеспечивают соблюдение условий минимаксов 
АЧХ, получаются подстановкой в выражение резонансной частоты щ  по 
табл.2 частотной координаты инвариантной точки. Последняя определя­
ется из условия равенства ординат предельных резонансов АЧХ.
Выражения координат инвариантных точек и оптимальных зна­
чений коэффициента потерь как функций безразмерной жесткости пред­
ставлены в табл.З для рассмотренных выше модулей частотных ПФ. Гра­
фическая иллюстрация указанных функций приведена на рис.7.
Ограниченный объем публикации не позволяет привести здесь 
анализ представленного аналитического и графического материала. По­
этому ограничимся лишь формулировкой выводов.
Поведение КС с гистерезисным демпфированием и ВЗУ в форме 
модели Пойнтинга-Томпсона (Зенера) во многом похоже на поведение 
КС с вязким демпфированием и тем же видом ВЗУ, но имеет и явные от­
личия. Так, для рассмотренных АЧХ характерно:
1) при нулевом (£" = 0) и бесконечном (С -  <») гистерезисном демпфи­
ровании АЧХ имеют предельные положения, через точку пересечения 
которых -  инвариантную точку -  проходят линии АЧХ при конечных 
уровнях демпфирования (0 < £<  оо) -  рис.2. Предельный резонанс при £= 
0 локализован на недемпфированной собственной частоте щ , второй (при 
£ =  оо) -  на частоте cax,=a>0(\+ N f's- Обе резонансные кривые по виду иден­
тичны резонансной кривой консервативной КС;
2) с ростом уровня гистерезисного демпфирования в системе макси­
мумы АЧХ вначале снижаются, проходят через минимум, совпадающий с 
инвариантной точкой и зависящий только от величины безразмерной же­
сткости N, а затем возрастают (рис.2...7). Безразмерные резонансные час­
тоты при этом только возрастают (в отличие от случая вязкого демпфиро­
вания) от rjp = 1 при С, = 0 до ijр -  (1+/V)0,5 при £=  оо;
3) инвариантные точки АЧХ при гистерезисном демпфировании сов­
падают с инвариантными точками аналогичных АЧХ при вязком демпфи­
ровании в пределах одной и той же по структуре КС (рис.7.а);
4) один из пары низко- и высокочастотных модулей всех рассмотрен­
ных частотных ПФ зависит от гистерезисного демпфирования, второй -  
нет (в отличие от случая вязкого демпфирования), а темпы затухания низ­
ко и высокочастотных колебаний равны соответствующим показателям 
консервативной КС (рис.2);
5) как и при вязком демпфировании диапазоны низко- и высокочастот­
ной виброизоляции являются функциями уровня демпфирования (пара­
метра 4") и безразмерной жесткости N  (рис.2). Диапазоны виброизоляции 
в низкочастотной области не меньше, а в высокочастотной -  не больше 
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модуля частотной ПФ: си vr
Безразмерная резо­
нансная частота. т]е
M j ^ y j i ^ + i N  + i y f - K N 2 +£2) / N a£ 2
Lv2+( й Т у с 2
\  N 2 + 4 2
M!lp = Vf'V2 + (ff + 1)V21( V2 + O '
Itf’ +tN + l f C 2 
\  У 2 + (Л Г + IK 2
ч =(х % С 2) / агХ
Гй2 +(N + DC1 
V n 2+c2
1 0,5 (N2+C2) In 2+ ( N + i f c *fQf 1 1—----- :-------- :-------- =-=--
У yj[N2 +(N + ОЧ^КЛ'2 + С )  -  N1 -  (X + VC2 1 ,.V3 4 <r
vyC' = ^ N 2+(N + l)2£ 2](N2 +C2)IN4( 2 In z + (n  + i)2c 2\  N 2+(N + \ K 2
Таблица 3
АЧХ
Координаты инвариантных точек Оптимильный коэффи­
циент потерь £,ягVhh(N) W,JN)
/4  Vc ^2(N + \)/(N + 2) (.N + 2)/N n / J n +1
/4> Иг V/(.V+ 2)/2 (N+ 2)1 N n / J n  + i
Vn J(N + 2)/2 U N N
Vck J(N+2)/2 p ( N  + 2)/N N^{N + 4)/(З.У + 4)
6 ) уровень гистерезисного демпфирования в КС можно оптимизиро­
вать при данном значении параметра N  с целью достижения минимальной 
величины резонансного пика АЧХ -  рис.3...7;
7) резонансные значения всех АЧХ мало чувствительны к изменению 
уровня демпфирования в окрестности оптимума (Сопг) -  рис.3 . . . 6 ;
8 ) при малых уровнях гистерезисного демпфирования (£' < 0 ,2 ) и вели­
чинах безразмерной жесткости N  > 1,0 резонансные значения всех рас­
смотренных АЧХ очень близки (рис.3...6) и в пределах 10%-ой ошибки 
могут быть определены из выражения: Wp(g ) ~ 1/£;
9 ) резонансные частоты функций v n (jf), v CK{rj), v yc (rj) очень
чувствительны к малым отклонениям гистерезисного демпфирования от 
оптимального значения (£0пт), а резонансные частоты функций /лА (77) и 
v c (77) - мало чувствительны (рис.З.. .6);
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Рисунок 2- АЧХ по абсолютному (а) и относительному (б) параметрам 
(кинематическое возм ущ ение), по перемещению (в), скорости (г) и уско­
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Рис. 4. Резонансные характеристики по относительному параметру 
(кинематическое возмущение) и ускорению (силовое возмущение)
Рис. 5. Резонансные характеристики по перемещению при силовом 
возмущении










Рис.7. Координаты инвариантных точек (а) и оптимальные величины 
коэффициента потерь to) в функции параметра N
10) при малых величинах гистерезисного демпфирования (С < 0,1) ре­
зонансные частоты всех АЧХ приблизительно равны недемпфированной 
собственной частоте гэ0 для всех значений параметра N ;
11) одновременное обеспечение относительной устойчивости резо­
нансных значений АЧХ и их резонансных частот к флуктуациям гистере­
зисного демпфирования в окрестности оптимальной величины (C o r n )  воз­
можно для функций fiA (?]) и vc (ij), тогда как для функций
А* 07), уп (ч1 УсЛп), v ус (л) ~ нет (рис.3...6).
При заданной недемпфированной собственной частоте с о вели­
чина которой обычно зависит от статической осадки КС, выбор значений 
параметров (  и!У для рассматриваемой модели может иметь или не иметь 
компромиссного характера в зависимости ох того, модуль какой частот­
ной передаточной функции является при этом приоритетным.
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